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Äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå

Ëåììà 3

Ïóñòü îòîáðàæåíèå A : Rn → Rn íåïðåðûâíî, òîãäà

A : Kn → Kn íåïðåðûâíî.

Ëåììà 4

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî k = 1, N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Xk
m}m∈N ⊂ Kn ñõîäèòñÿ ê Xk ∈ Kn :

ρH(Xk
m,X

k)
m→∞−−−−→ 0.

Òîãäà

ρH

( N∑
k=1

Xk
m,

N∑
k=1

Xk
)

m→∞−−−−→ 0.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé
ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

x(i+ 1) = Ax(i) + u(i), u(i) ∈ U, i = 0, 1, . . . (1)

x(i) ∈ Rn, u(i) ∈ Rn, U ⊂ Rn, 0 ∈ ri U, diam U <∞, A ∈ Rn×n,
det A 6= 0.

Nmin = min{N ∈ N : ∃u(0), . . . , u(N − 1) ∈ U : x(N) = 0}.
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2. Êëàññ ìíîæåñòâ 0-óïðàâëÿåìîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.

Ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, èç êîòîðûõ

ñèñòåìó (A,U) ìîæíî ïåðåâåñòè â 0 çà N øàãîâ

ïîñðåäñòâîì âûáîðà äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâîì 0-óïðàâëÿåìîñòè çà N øàãîâ:

X(N) =

{
{x0 : ∃u(0), . . . , u(N − 1) ∈ U : x(N) = 0} , N ∈ N,
0, N = 0.

Nmin = min {N ∈ N ∪ {0} : x0 ∈ X(N)} .

Ëåììà 1 [Èáðàãèìîâ Ä.Í. // Òðóäû ÌÀÈ, 2015]

Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {X(N)}∞N=0 îïèñûâàåòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè

X(N) = −
N∑
i=1

A−iU.
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3. Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé

SN (x) = arg min
|u|61

µ(x+ u,X(N)) (7)



α∗ = minα

x+ u =

M∑
i=1

βiv
i

0 6 βi 6 α, i = 1,M

M∑
i=1

βi = α,

u ∈ U

(8)

ãäå X(N) = conv{v1, . . . , vM}.
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4. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè â ñëó÷àå ëèíåéíûõ

îãðàíè÷åíèé

Òåîðåìà 1 [Èáðàãèìîâ Ä.Í. // Òðóäû ÌÀÈ, 2015]

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà x ∈ Rn òàêàÿ, ÷òî

x ∈ X(Nmin) \ X(Nmin − 1), U ⊂ Rn � ìíîãîãðàííèê,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(k)}Nmin
k=0 , îïðåäåëÿåòñÿ

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

x(k) = Ax(k−1)+SNmin−k(Ax(k−1)), k = 1, Nmin, x(0) = x

Òîãäà

1) x(Nmin) = 0.
2) Óïðàâëåíèå u∗(x(k − 1)) = SNmin−k(Ax(k − 1)) ÿâÿëåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì â

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ.
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4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè

Åñëè ïîñëåäðâàòåëüíîñòè {Um}
∞
m=1 ,

{
Um

}∞
m=1

⊂ Kn

ìíîãîãðàííèêîâ â Rn äëÿ âñåõ n ∈ N óäîâëåòâîðÿþò
âêëþ÷åíèþ

Um ⊂ U ⊂ Um

Òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Nmin(m) ≥ Nmin ≥ Nmin(m).

Çàäà÷à

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîñòðîåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Um}
∞
m=1 ,

{
Um

}∞
m=1

ìíîãîãðàííèêîâ â

Rn òàêèõ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî m0 ∈ N áóäåò âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

Nmin(m0) = Nmin = Nmin(m0).
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5. Ëåììà î âíóòðåííåé ñõîäèìîñòè

Ëåììà 1

Ïóñòü X, Y ⊂ Rn � âûïóêëûå êîìïàêòû,

Y ⊂ X, ρH(X,Y) < ε,Bε(x0) ⊂ X. Òîãäà x0 ∈ Y.

Ñëåäñòâèå 1

Ïóñòü {Xm}m∈N ⊂ Kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ

êîìïàêòîâ, X ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò òàêîé, ÷òî äëÿ

êàæäîãî m ∈ N âåðíî âêëþ÷åíèå Xm ⊂ X,

ρH(Xm,X)
m→∞−→ 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ x0 ∈ intX íàéä¼òñÿ N ∈ N òàêîå, ÷òî

x0 ∈ XN .
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6. Ëåììà î âíåøíåé ñõîäèìîñòè

Ëåììà 2

Ïóñòü X, Y ⊂ Rn � âûïóêëûå êîìïàêòû,

X ⊂ Y, ρH(X,Y) < ε, x0 ∈ Rn òàêîé, ÷òî Bε(x0) ∩ X = ∅.
Òîãäà x0 6∈ Y.

Ñëåäñòâèå 2

Ïóñòü {Xm}m∈N ⊂ Kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ

êîìïàêòîâ, ñóùåñòâóåò X ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò

òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ N âåðíî âêëþ÷åíèå X ⊂ Xm,

ρH(Xm,X)
m→∞−→ 0.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî x0 6∈ X ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîå, ÷òî

x0 6∈ XN .
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7. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè äëÿ âíóòðåííåé

àïïðîêñèìàöèè

Òåîðåìà 2

Ïóñòü {Um}m∈N ⊂ Kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ

êîìïàêòîâ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî

m ∈ N, Um ⊂ U, ρH(Um,U)
m→∞−→ 0.

Òîãäà ïî÷òè äëÿ âñåõ x0 ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ Nmin <∞,

ñóùåñòâóåò m1 ∈ N òàêàÿ, ÷òî

Nmin = Nmin(m1),

ãäå Nmin(m1) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ â çàäà÷å

áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (A,Um1).
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8. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè äëÿ âíåøíåé

àïïðîêñèìàöèè

Òåîðåìà 3

Ïóñòü {Um}m∈N ⊂ Kn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ

êîìïàêòîâ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî

m ∈ N, U ⊂ Um, ρH(Um,U)
m→∞−→ 0.

Òîãäà ïî÷òè äëÿ âñåõ x0 ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ Nmin <∞,

ñóùåñòâóåò m2 ∈ N òàêàÿ, ÷òî

Nmin = Nmin(m2),

ãäå Nmin(m2) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ â çàäà÷å

áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (A,Um2).
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9. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà 4

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 4 è 5 îäíîâðåìåííî. Òîãäà

ñóùåñòâóåò m0 ∈ N òàêàÿ, ÷òî

Nmin(m0) = Nmin = Nmin(m0).
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10. Çàäà÷à äåìïôèðîâàíèÿ. Íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà

y(t) =



ξ1(t)
...

ξn(t)

ξ̇1(t)
...

ξ̇n(t)


, v(t) =

1

m



0
...
0

U1(t)
...

Un(t)


, K =



2 1 0 . . . 0 0
1 2 1 . . . 0 0
0 1 2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 2 1
0 0 0 . . . 1 2


,

β =
b

m
= 1, ω2 =

c

m
= 100.

ẏ(t) = Ay(t) + v(t), (1)

A =

(
0 I

−ω2K −βK

)
.

[Áàëàíäèí Ä.Â., Êîãàí Ì.Ì.,2007]
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11. Çàäà÷à äåìïôèðîâàíèÿ. Äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà

Ïåðåéä¼ì ê äèñêðåòíîé ñèñòåìå, ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ

x(i) = y(i4t),
v(t) = vi, t ∈ [4t · (i− 1);4t · i).

Äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

x(i+ 1) = Ãx(i) +Bu(i),

x(0) = y0, u(i) ∈ U,
(2)

U = {u ∈ R12 : u27 + u29 + u211 ≤ 1, ui = 0, i = 1, . . . , 6, 8, 10, 12}.
Ãäå

Ã = Ô(4t)Ô−1(0) ∈ R12×12,

B = Ô(4t)Ô−1(0)A−1 −A−1 ∈ R12×12,

u(i) = vi, i ∈ N ∪ {0}.

Ô(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé (9)
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12. Ðåçóëüòàòû àïïðîêñèìàöèè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Uk}∞k=1, {Uk}∞k=1 ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ñáëèæàþùèõñÿ ìíîãîãðàííèêîâ (Êàìåíåâ Ã.Ê. 2010)
è ñõîäÿòñÿ ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó U â ñìûñëå ìåòðèêè
Õàóñäîðôà. Òîãäà â ñèëó òåîðåì 2 è 3 âåðíî

Nmin(m)
m→∞−→ Nmin,

Nmin(m)
m→∞−→ Nmin,

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1:
Òàáëèöà 1

m 5 6 7 8

Nmin(m) 5 5 5 5
Nmin(m) 8 8 6 5
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13. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1 Ñôîðìóëèðîâàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè
ãàðàíòèðóþùåãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå
ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ
äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

2 Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ â
çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé
àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

3 Ïðîâåäåíû ðàñ÷¼òû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ
ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
ïî áûñòðîäåéñòâèþ äåìïôèðîâàíèÿ âûñîòíîãî
ñîîðóæåíèÿ



18

14. Ïóáëèêàöèè

1 Ïîðöåâà Å.Þ. Ìåòîä îöåíêè òî÷íîñòè ãàðàíòèðóþùåãî
ðåøåíèÿ â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé
ñèñòåìû // ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà � 2017¿. 20�24 íîÿáðÿ
2017 ãîäà. Ì.:Ëþêñîð. 2017. Ñ.190-191.

2 Ïîðöåâà Å.Þ., Èáðàãèìîâ Ä.Í. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè ãàðàíòèðóþùåãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å
áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû íà îñíîâå
ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè. // ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà
� 2018¿. 19�23 íîÿáðÿ 2018 ãîäà. Ì.:Ëþêñîð. 2018. Ñ.457-458.

3 Ïîðöåâà Å.Þ., Èáðàãèìîâ Ä.Í. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ìåòîäà ïîëèýäðàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â çàäà÷å
áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû //
¾Ãàãàðèíñêèå ÷òåíèÿ � 2019¿ Ì.: ÌÀÈ. 2019. Ñ.711.

4 Èáðàãèìîâ Ä.Í., Ïîðöåâà Å.Þ. Àëãîðèòì âíåøíåé
àïïðîêñèìàöèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèé äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì
óïðàâëåíèåì // Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç äàííûõ. 2019. � 2.
Ñ.83�98.



19

Ï1. Ìåòîä ñáëèæàþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ

Åñëè Um, Um � ìíîãîãðàííèêè àïïðîêñèìèðóþùèå
ìíîæåñòâî ñâåðõó è ñíèçó ñîîòâåòñòâåííî, òî

pm = arg max{ρH(p,Um)− ρH(p,Um) : p ∈Mf (Um)},

un ∈ T (pn,U),

Um+1 = conv{un,Um}

Um+1 = Um ⊂ L(pn,U).

ãäå Mf (Um) - ìíîæåñòâî îïîðíûõ âåêòîðîâ
àïïðîêñèìèðîâàííîãî ìíîæåñòâà óïðàâëåíèÿ, T (pn,U) -
òî÷êà êàñàíèÿ, L(pn,U) - îïîðíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî.


